SIne¢na aktivita a nizkodimenzionalny chaos

Viadimir Karlovsky, Hvezdaren a planetarium Hlohovec, astrokar@gmail.com

Abstrakt

Detailna analyza casovych radov koronalneho indexu, relativneho ¢isla slnecnych skvin a erupéného indexu
ukazuje, Ze slnec¢na aktivita je deterministicky nizkodimenzionalny chaos. Predpovedatelnost’ koronalneho
indexu je 4,8 roka a relativneho ¢isla slne¢nych Skvin 3,0 roka.

1. UVOD

Existuje viacero prac, ktoré sa zaoberaju slnecnou aktivitou ako deterministickym chaosom. Medzi ne patria
prace autorov: Karlovsky (1992), Kremliovsky (1994), Kurths a Herzel (1987). Karlovsky (1992) ukazal
aplikovatelnost’ chaotickych atraktorov na slne¢nt aktivitu a upozornil na fraktalnu Struktaru aktivity
charakterizovanej ¢asovym radom relativneho ¢isla. Kremliovky (1994) na casovom rade relativneho Cisla
ukazal, Ze slne¢na aktivita je deterministicky nizkodimenzionalny proces. Vzhl'adom na to, Ze okrem
relativneho ¢isla st k dispozicii aj ¢asové rady koronalneho indexu a erupéného indexu, urobili sme analyzu aj
tychto radov. Tym je mozné si urobit’ komplexnejsi obraz o slnecnej aktivite.

2. CASOVE RADY SLNECNEJ AKTIVITY
Na analyzu boli pouzité Casové rady:
a — relativneho cisla slnecnych skvin
vyrovnané mesacné priemery, Waldmeier (1955), Neubauer (1970)
b — korondlneho indexu
priemerné denné hodnoty, Rybansky a Rusin (1983)
Rybansky, Rusin, Dzf¢akova (1988)
Rybansky (1995)
¢ — erup¢ného indexu LDE erupcii
mesaéné hodnoty, Antalova (1990), Kucera (1995)

3. ANALYZA DAT

Vsetky data presli najprv fourierovskou analyzou, aby sa zistilo, ¢i v datach existuju periodické,
kvaziperiodické, alebo aperiodické ¢leny. Charakter fourierovského spektra je indikdtorom procesov a méze
naznacovat’ aj fraktdlnu Struktiru, Osborne a Provenzale (1989).

4. NELINEARNE METODY

4.1. Rekonstrukcia fazového priestoru

Po uplynuti dostatocne dlhej doby sa chovanie systému sustredi na atraktor, ktorého projekciou do jednej
dimenzie vznikol merany signal x(t), x(t) je fizova premenna. Casové rady slneénej aktivity si vlastne
jednorozmernym signalom. Avsak i takyto ¢asovy rad obsahuje v sebe informacie o celom systéme, Voros
(1994). Pomocou proceduiry vytvorenej Packardom (1980) a Takensom (1981), m6zeme rekonstruovat’ n-
rozmernu dynamiku systému z jednorozmerného signalu (Casového radu). Vytvorme novy dynamicky systém
dimenzie m tak, ze zo skalarnej Casovej série X; = X(t;) i=1,2,...N pomocou c¢asového posunu t dostaneme
stavovy vektor X; = ( X(t;), X(t+ 1), ..... X(t;+ (m-1)t ) ). Takensova veta hovori, Ze pri l'ubovolnych
hodnotach realizacie radu X; a ¢asového posunu atraktor rekonstruovaného dynamického systému dimenzie m
bude mat’ tie isté vlastnosti ako poévodny ak m>= 2dy + 1, kde dy je Hausdorffova dimenzia pé6vodného
atraktoru. Celkova stratégia zistovania fraktalnej dimenzie bola rozpracovana Grassbergerom a Procaccia
(1984). Na zaklade zistenia dynamickych invariantov, ako su fraktalna dimenzia, Kolmogorovska entropia (K,),
Ljapunovské exponenty, mozno rozhodntt, ¢i sa za signdlom skryva podivny atraktor a ¢i sa jedna

o deterministicky chaos, alebo nie. Rekonstrukcia vychadza z predpokladu existencie dynamického systému,
ktory generuje pohyb na atraktore.

4.1.1 Metéda autokorelacnej funkcie (ACF)

Ked’ pouzijeme autokorela¢nt funkciu (ACF), m6zeme n4jst’ Casovy posun t tam, kde autokorelacné funkcia
dosahuje hodnotu 1/e, alebo kde je prvy nulovy bod tejto funkcie. Presnejsie je Casovy posun z intervalu
<ACF(1/e), ACF(0)>. Tato metdda nie je vhodna pre systémy s vyssou korelaénou dimenziou D, . Vol'ba

T zarucuje nezavislost’ suradnic rekonstruovaného fdzového priestoru.



4.1.2 Metdéda pseudocyklu

Dal§im kritériom pre najdenie T moze byt hodnota 25% pseudocyklu (charakteristického ¢asu Tey ) , Buzug
a Pfister (1992). Vo vseobecnosti korelacna dimenzia by nemala byt na t zavisla. Pre nizkodimenzionalne
systémy dava metdda pseudocyklu priblizne tie isté hodnoty ako metéda ACF.

4.2 Redukcia Sumu

V pripade zasumenych dat je mozné pouzit’ redukciu Sumu, Schreiber (1993). V nasom pripade nebolo potrebné
urobit’ redukciu Sumu, pretoze boli pouzité v relativnom Cisle vyrovnané mesacné priemery, v koronalnom
indexe priemerné denné hodnoty a pri erupénom indexe mesacné sucty. V tychto pripadoch su hodnoty Sumu
bezvyznamné.

4.2.1 Redukcia Sumu NNR

Hlavna myslienka NNR (nonlinear noise redukction) techniky spociva v tom, aby sme zamenili kazdé meranie
X; strednou hodnotou tejto stradnice v bodoch zodpovedajuco vybranej oblasti polomeru p . Okolia st
definované v rekons$truovanom fazovom priestore a k su stradnice z minulého a budiceho okolia, tieto sa
pouziju na zostrojenie vektorov X; . Potom stradnice X; st zamenené za stredné hodnoty v U; :

>Xm=(1/|UP) 2 X
UP

X;

Kde U; je subor vsetkych susedov pre ktoré plati:
H Xj - X HsuP <p

V kazdom pripade je nutné presne sledovat’ efekt Cistenia. Preto vzdy uskutocnime niekol’ko realizacii
ocistenych dat casovych sekvencii {NNR(k,p) X;} a iba tie parametre k a p sa pouzivaju v d’aSich vypoctoch,
pre ktor¢é je ur¢ena korela¢na dimenzia rovnakej hodnoty (pre vsetky sekvencie ma byt rovnaka), véetne hodnot
chyb. Treba tiez sledovatdeformacie vykonového spektra kvoli prilisnej filtracii. Je nutné zabranit’ objaveniu sa
falo$nych pikov a tiez falosnych nizkych dimenzii.

43. KORELACNA DIMENZIA

Jednym z dynamickych invariantov je aj fraktalna dimenzia systému (kapacita) D, . Délezita je korelacna
dimenzia D, , pretoze bezprostredny vypocet fraktalnej dimenzie, alebo Hausdorffovej dimenzie je vel'mi
zlozity. Plati:

Do => Dl => D2
D, =lim I, (g) / In(e™") [1]
e->0

kde I4(€) je entropia Renyi radu q, Renyi (1970), D, je fraktalna dimenzia, D, je informacna dimenzia, D, je
korela¢na dimenzia, € je rozmer n — rozmernej gule v n-rozmernom priestore, pri¢om tymito gulami pokryvame
skiimant mnozinu.

Korela¢na dimenzia D, sa uréuje pomocou korelacného integralu:
N N+
D2(m
CuleFk*2 2 OE-"—x"|) = & (m) [2]

j=Wi=1
® je stupiiova funkcia Heavisidia , © (z)= {"P*, pre 250
ak=2/((N-W)*(N-W+1))

D,= lim (InCp (¢)/Ineg) [3]

g->0

N je pocet dat, ® je Heavisidiova funkcia, m je vnorena dimenzia, W je pocet vylucenych dat pre ktoré plati:



ze |i-j| ot (O0t=tu; —t;) je mensi ako autokorelacny Cas, je to korekcia na nepravé korelacie, Theiler (1986).

Vlastné vypocty korelacnej dimenzie, Kolmogorovskej entropie a najvacsich Ljapunovskych exponentov boli
vypocitané pomocou algoritmov uvedenych Wolfom a d’al§imi (1985) a pomocou programov softwarového
balika TISEAN, ktory je pristupny na adrese:

http://www.mpipks-dresden.mpg.de/~tisean/

Velkost’ balika TISEAN 2.1 je 8 MB. Niektoré podrobnosti o vypocte korela¢nej dimenzie mozno najst aj

v knihe Neymarka a Landu (1987).

4.3.1 Test nahradnych dat

Na test ndhodne rozlozime fazy fourierovskej transformacie originalneho ¢asového radu a vytvorime niekol’ko
realizacii invertovanych nahradnych dat, pricom pouZzijeme ta isti autokorelacnii metddu. ked’ opét’ vypocitame
D, a vysledky nie su signifikantne rozdielne od origindlneho ¢asového radu, ureniu dimenzie nemozno
dbéverovat, Roberts (1991).

4.3.2 Fraktalny test
Signal (Casovy rad) je sebepodobny, ak

<X(4+Qdt) -X(t) > = Q< X(t+8t) - X(t) > [4]

pozri Osborne a Provenzale (1989), symbol <> indikuje casovy priemer, H je $kalovaci exponent, Q je Skalovaci
faktor. Vytvorime graf log (<|X(t; + Qdt) - X(t;) [>) versus log Q . Ak v tomto grafe najdeme vodorovnu cast’
krivky, su data vSetky sebepodobné a jedna sa na danej Casti o Sum a v tomto pripade maju data charakter
farebného Sumu a tiez koneént dimenziu, ale uréeniu korelaénej dimenzie nemozno doverovat.

4.4. Najvicsi Ljapunovsky exponent

Vsetky trajektorie vytvarajuce chaoticky, alebo stochasticky atraktor, s nestabilné podl'a Ljapunova vtedy , ak
maju aspon jeden kladny Ljapunovsky exponent. Existencia kladného Ljapunovského exponentu je zakladnym
kritériom chaoti¢nosti pohybu. Maximalny Ljapunovsky exponent pre trajektoriu na intervale t,<=Ty<=T je

M

Amax = (1/ (ty - to)) * )y log, (L () / L(t; - 1)) bitov/sek. [5]

i=1
Pozri Wolf a d’alsi (1985). L(t;) oznacuje vzdialenost’ dvoch oddelenych blizkych trajektorii v rekonstruovanom
fazovom priestore, L(t,) je vzdialenost’ medzi dvoma pociato¢nymi bodmi. Pociato¢na dlzka sa mdze vyvinut’ na
L’(t;) atd’. PocCet krokov je M a ndhradné vektory st reortogonalizované Gramm-Schmidtovou procedurou.
Predpovedatel'nost’ méze byt urcena ako :

TP pon 10g2 2 / Amax =1 /Amax
Alebo ako uvadza Boffetta G., et al 1998:
Tp 22 (1/ Apay) In (A3) [6]

Kde 9 je konecna nepresnost’ pociatoénych podmienok, A je presnost’ buduceho stavu systému.



5.ANALYZA KONKRETNYCH CASOVYCH RADOV
5.1. Analyza ¢asového radu relativneho ¢isla slneénych Skvin

Casovy rad relativneho &isla, mesaéné vyrovnané priemery od roku 1750 po 1968, bol podrobeny autokorelaénej
analyze. Autokorela¢ni funkciu (ACF) vidime na obr.1 . Odtial’ t (§kvrny) 22 (ACF(1/e) — ACF(0))svmy

22 25— 35 mesiacov. Metoda pseudocyklu dava Ty = 134 /4 22 33 mesiacov. Fourierovské spektrum vidime
na obr.2 . Vysledna korela¢na dimenzia pre tento rad je D, = 3.62 +/- 0.05 . Graf zavislosti D, na In ¢ vidime na
obr.3. Zavislost’ D, na ¢asovom posune T vidime na obr.4, kde sa ukazuje, ze data st dostato¢ne robustné na
urcenie korelacnej dimenzie. Kontrolny test nahradnych dat udava dimenzie D, az o 1.5 odli$né od originalnych
dat. Fraktalny test, obr.5 ukazuje, Ze data nepredstavuju Sum a urcenie D, je vierohodné. Okrem toho vidime, ze
vrcholy jednotlivych maxim su priblizne rovnako vysoké, ¢o svedéi o tom , ze Skvrnova aktivita ma uréita
fraktalnu Struktiru. Fazovy diagram pre tento pripad je na obr.6 s T =35 mesiacov. Najvacsi Ljapunovsky
exponent ako funkcia ¢asu a evolu¢ného ¢asu vidime na obr.7. Najvacsi Ljapunovsky exponent vychaddza A, =

0.028 +/- 0.003 bitov/mesiac. Predpovedatelnost je Tp =(1/Anax) =35.71 mesiacov 5% 3 roky.
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Fazovy diagram pre relativne &islo
slnedénych Skvin v rokoch 1750-1968
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5.2. ANALYZA CASOVEHO RADU KORONALNEHO INDEXU

Casovy rad koronalneho indexu od roku 1947 — 1993 obsahuje denné priemery koronalneho indexu. Celkove je
to 17167 udajov. Bol podrobeny autokorelacnej analyze. Autokorelacnt funkciu (ACF) vidime na obr.8.

T (koréna ) 22 (ACF(1/e) — ACF(0)) 22 450 — 760 dni 22 37 — 63 mesiacov. Metdda pseudocyklu dava Tcy
22 30 mesiacov. Fourierovské spektrum vidime na obr.9. Vysledna korela¢na dimenzia je D, = 3.96 +/- 0.05 .
Graf zavislosti D, na In ¢ ako priklad pre T = 120 dni je na obrazku 10. Zavislost’ D, na ¢asovom posune T
vidime na obr.11, kde sa ukazuje , Ze data su dostato¢ne robustné na uréenie korelaénej dimenzie. Kontrolny test
nahradnych dat udava dimenzie D, az o 1.4 odli$né od originalnych dat. Fraktalny test, obr.12, ukazuje, ze data
nepredstavuju Sum a urcenie D, je vierohodné. Okrem toho vidime, Ze vrcholy niektorych maxim st priblizne
rovnako vysoké, o sved¢i o tom, Ze koronalna aktivita ma tiez urcitt fraktalnu Struktiru v Case, avSak nie takil
vyraznu, ako Skvrnova aktivita. Fazovy diagram pre koronalny index je na obr.13 s T =760 dni. Najvacsi
Ljapunovsky exponent ako funkcia ¢asu a evoluéného ¢asu vidime na obr.14. Najvacsi Ljapunovsky exponent
vychadza A, =0.00058 +/- 0.00006 bitov/den =0.0174 +/- 0.0018 bitov/ mesiac . Predpovedatelnost’

vychadza Tp=(1/ Apax) = 57.47 mesiaca = 4.8 roka .
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Fazovy diagram pre koromalny index
pre roky 1947-1993
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5.3. ANALYZA CASOVEHO RADU ERUPCNEHO INDEXU
5.3.1. Analyza casového radu erup¢ného indexu LDE Erupcii

Data boli publikované Antalovou (1990). Korela¢na dimenzia D, sa pohybuje v intervale: D, 22 2.9 az 4.0 .
Udaje nie su dostatoénr robustné, je ich iba 255. Potrebnych by bolo aspoii 10° az 10* udajov. Kolmogorovska
entropia K, = 0.02 +/- 0.02 bitov / mesiac .

6. SUHRN A DISKUSIA

Kolmogorovska entropia K = Zlm (A1), je to sucet vietkych kladnych Ljapunovskych exponentov.
Kolmogorovska entropia K, ma tieto vlastnosti Voros (1994):

1. K2 >=()

2. K2 <= Amax

3. K, <> 0 pre chaotické systémy

Ak K je z intervalu 0 < K, << nekonec¢no, potom signalizuje deterministicky chaos. Ked’ zhrnieme vysledky do
tabul’ky mame:

Index K, (bit/mesiac) Amax (bit/mesiac) D,
R 0,028 +/- 0,003 0,028 +/- 0,003 3,62 +/- 0,05
CI 0,016 +/- 0,002 0,018 +/- 0,002 3,96 +/- 0,05
LDE 0,02 +/- 0,02 2,7az4,0

R — Wolfovo relativne ¢islo slne¢nych skvin, CI — Koronalny index, LDE — erup¢ény index LDE erupcii.

Hodnoty K, a Ap.x ukazuj, Ze pri slnecnej aktivite mame do ¢inenia s deterministickycm chaosom, pri¢om na
charakterizovanie potrebujeme v pripade slnecnych Skvin a korondlneho indexu 7 az 9 parametrov.

Kremliovsky (1994) tvrdi, ze sa jedna o nizkodimenzionalny proces s priblizne periodickym ¢lenom, ktory bezne
nazyvame slne¢ny cyklus. Kremliovsky sa zaoberal vSak iba relativnym ¢islom. Pretoze slne¢nd aktivita
charakterizovana relativnym ¢islom, koronalnym indexom alebo erupénym indexom ma takmer to isté chovanie,
je naozaj prejavom nizkodimenzionalneho chaosu. Predpovedatel'nost’ aktivity nie je prili§ vel'ka, pri Skvrnove;j
aktivite 3,0 roka a pri koronadlnom indexe 4,8 roka. Dlhodobé predpovede preto moézu byt iba kvalitativne a maju
len hodnotu odhadu.
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APPENDIX 1
Atraktory

Corna,' 4roed

& Hoonle
Bild 4: Attraktoren sind geometrische Strukturen, die das Langzeit-
verhalten im Zustandsraum charakterisieren. Grob gesprochen ist ein
Attraktor alles, worauf sich ein System zubewegt oder wovon es ange-
zogen wird. Attraktoren sind hier blau ict und Anfang in-
de rot. Von den Anfangszustiinden loslaufende Trajektorien (griin) be-
wegen sich schlieBlich auf einen Attraktor zu. Der einfachste Fall ist
der eines Fixpunktes (oben links). Er gehirt zu einem Pendel mit
Dimpfung; unabhiingig davon, wie man es anstoBt, liuft das Pendel
immer auf die gleiche Ruhelage zu (links in Bild 3). Der niichstkompli-
ziertere Attraktor ist der Grenzzyklus (oben Mitte), dargestellt als ge-
schlossene Kurve im Zustandsraum. Ein Grenzzyklus beschreibt stabi-

Ukazky roznych atraktorov podla Crutchfielda et al. 1989

Ty eyt

e pa ek fri

. Risslerns

le Schwingungen, wie bei einer Pendeluhr oder beim Herzschlag. Zu-

gen oder quasiperiodisches Verhalten geho-
ren zum Torus-Attraktor (oben rechts). Alle drei Attraktoren sind vor-
hersagbar: Ihr Verhalten LiBt sich beliebig genau vorausberechnen. Im
Gegensatz dazu ist das Verhalten chaotischer Attraktoren nicht vor-
hersagbar; sie zeigen kompliziertere geometrische Strukturen. Drei
Beispiele chaotischer Attraktoren sind in der unteren Reihe abgebil-
det. Sie stammen aus Arbeiten von (von links nach rechts) Edward N.
Lorenz, Otto E. Rossler und einem der Autoren (Shaw). Die Orbits in
den Bildern wurden mit emfachen Systemen gewohnlicher Differential-
gleichungen in einem dreidi Z dsraum berechnet.

zte Schwi




Bild 6: Die Divergenz benachbarter Trajektorien ist einer der Griinde,  terscheiden kann. Wenn sich jeder Punkt nun entsprechend den Bewe-
warum Chaos Unvorhersagbarkeit beinhaltet. Eine perfekte Messung er-  gungsgleichungen bewegt, wird die Wolke zuniichst in ein langes diinnes
gilbe im Zustandsraum genau einen Punkt, aber jede Messung ist mit Feh-  Band gestreckt; es wird dann zudem mehrmals gefaltet, bis es schlieBlich
lern behaftet, die eine Wolke von Ungenauigkeit erzeugen. Der wahre Zu-  den ganzen Attraktor iiberdeckt. Es ist jetzt unmoglich, Vorhersagen zu
stand kann irgendwo innerhalb der Wolke sein. In diesem Beispiel wird  machen: Der Endzustand konnte irgendwo auf dem Attraktor sein. Bei
am Lorenz-Attraktor die Unsicherheit durch eine Wolke von 10000 roten  einem vorhersagbaren Attraktor bleiben alle Endzustiinde nahe beieinan-
Punkten dargestellt; sie liegen so nahe beieinander, daB man sie nicht un-  der. Die Zeit ist in Einheiten von zweihundertstel Sekunden angegeben.

Pohyb vo fazovom priestore pre Lorentzov atraktor. Podl’a Crutchfielda et al. 1989
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Lorentzov atraktor mézeme vyjadrit’ rovnicami:

=-o0(X-Y) Y=rX-Y-XZ =—bZ+XY

Kde o, 1, b su parametre
Rovnice Lorentza patria do triedy autooscila¢nych systémov so zotrvacnym samobudenim.

Rosslerov atraktor vyjadrime rovnicami :

X=-Y-Z Y=X+eY Z=f-uzZ+X7Z

Kdee, f, p st parametre



APPENDIX 2
Ukazky urcenia korelaénych dimenzii niektorych funkcii
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Porovnanie urcenia korela¢nej dimenzie z origindlnych a ndhradnych dat.
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Urcenie korelaénej dimenzie pre zlozitejsiu funkciu (3 periody).
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Zavislost’ korelacnej dimenzie od vnorenej dimenzie m pre periodicky rezim (vl'avo) a chaoticky rezim (vpravo).
Podl'a Neymark J.I. a Landa D.S., 1987

4+

]
/o_o_.o—’-o- - ————0)
o
2_

i I i 1 |

2 4 6 8 10 m

Zavislost’ korela¢nej dimenzie od vnorenej dimenzie m. Pripad 2 a 3 chaoticky rezim, 1 je biely Sum.
Podl'a Neymark J.I. a Landa D.S., 1987
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APPENDIX 3

Ukazka urcenia korela¢nej dimenzie merani premennej hviezdy TT Ari
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Relativna magnitida premennej hviezdy TT Ari versus ¢as a vinkové vykonové spektrum ¢asového radu.

Na vinkovom vykonovom spektre ¢asového radu TT Ari vidime urcité vyznamné periody (95% hladina
spol’ahlivosti , GWS Sum) , ale ako vidiet’' na d’alSom obrazku, kde je urcenie korelacnej dimenzie ¢asového radu
TT Ari, zmeny jasnosti v skutocnosti predstavuju biely Sum a perioédy, ktoré sme nasli, su periody zo spektra

bieleho Sumu.
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Zavislost’ korela¢nej dimenzie od vnorenej dimenzie m pre ¢asovy rad zmien jasnosti TT Ari.



APPENDIX 4
Ljapunovské exponenty

Trajektorie, ktoré vytvaraju stochasticky atraktor, st nestabilné podl'a Ljapunova a musia mat’ asponi jeden
kladny Ljapunovsky exponent.
Ljapunovské exponenty sa urcuju nasledovne:

Majme dynamicky systém, opisany rovnicou:

x =F(x) (1)

kde x je vektor s komponentami x; , X, ... X, . Uvazujme dve blizke trajektorie x (t) a xq (t) vychadzajtice
zbodovxgaxy anech y(t)=x; (t)—x(t) ay(0)=xy9 —Xo
Ak su trajektorie blizke, potom evoluciu vektora y (t) mdzeme opisat’ linearizovanou rovnicou:

. 8F |

y=——"I y ()
o0x | x=x(t)

kde 3 F /6 x je matica s prvkami 6 F;/ 0 X;. Je zndme, Ze slistava rovnic (2) ma n fundamentalnych
parcialnych rieSeni y; (t) = e; (t) takych, ze pre kazdé z nich veliina :

A (xo) = lim (1/t) In- (e; (1) | / |e; (0) ) 3)

t—>w

existuje a ma ur€itl, vo vSeobecnosti odlisnt od ostatnych, hodnotu. Tieto hodnoty 2; (X) sa nazyvaju
Ljapunovskymi exponentami. D4 sa ukazat, ze pre 'ubovol'ny pociatocny vektor polohy y (0) je hodnota

A (o) = lim (1/)In (ly ([ / Iy (0)])

t—> o0
rovna A; (Xo) - maximalnemu Ljapunovskému exponentu.

Bezprostredny vypocet Ljapunovskych exponentov podl'a vzorca (3) pre systémy s exponencialne nestabilnou
trajektoriou je prakticky nemozny v dosledku toho, Ze uz pri vel'mi malom |y (0)| hodnota |y(t)| s rastom t
neohraniCene vzrasta. Benettin G. et al. (1980) vypracovali nasledujici algoritmus vypoctu Ljapunovskych
exponentov.

Vypocitajme najprv maximalny Ljapunovsky exponent A, . Vyberme si nejaku trajektdriu x(t) na intervale
0<t<T, ktora je rieSenim rovnice (1) a ktora husto pokryva cely atraktor. Budeme riesit’ rovnicu (2) sicasne s
(1) v okoli tejto trajektdrie pri nejakej pociatocnej podmienke y, takej , Ze |yy| = | . Za nejaky zvoleny Cas t
vektor y; =y (t). Dizku vektora y; oznaéme d, . Dalej riesenie (2) pokracuje s druhou poéiatoénou podmienkou
Y10 = Y1/ d, . Hodnotu y(t) v okmaihu t=2t ozna¢ime y, dizku vektora y, ako d, . V désledku mnohonasobného
pouzitia opisanej procedury (pozri obrazok) dostaneme postupnost’ ¢isel d; , kde i=1,2...m=(T/t). Maximalny
Ljapunovsky exponent A; bude:

da= lim (M(m*0)Z In (d) )
m—> oo i=1

Pre trajektorie leZiace na atraktore, hodnoty A; nezéavisia od pociato¢ného bodu xy na vybranej trajektorii, ale ani
od samotne;j trajektorie.



Obrazok k procedure ziskania Cisel d; .

Gramm - Schmidtova procedira

Aby sme mohli vypocitat ostatné Ljapunovské exponenty pouzijeme ortogonalizaciu pomocou procedury
Gramm — Schmidt. UkaZeme si to na priklade nasledujuceho exponentu A, ( A, <A; ). Oznaéime vektory
yi ayi/d; vypo&itané pri vypodte A, ako w;¥ avi® (v =w " /d; ). Ako po&iatoény vektor pre rovnicu
(2) zadame vektor vo® ortogonalny k vektoru vy , teda zodpovedajuci rovnici skalarneho suginu

. v®) =0

Za Cas t vektor Vo(z) prejde na vektor wl(z) . Zostrojime linearnu kombinaciu vektorov wl(z) a Vl(l) tak , aby bola
ortogonalna k vektoru v;" . Preto polozime :

P =w,?+ B v{¥ | kde B je nejaky stcinitel' a budeme Ziadat, aby
@@ vy =0

Odtial’ ndgjdeme B =—(w;® v;!’) . Ako potiatoény vektor pre druhy krok vezmeme:
V1(2) = ul(2) / dl(Z) kde dl(Z) =| ul(2) |

Postupujuc analogicky na kazdom i-tom kroku, vypocitame vSetky d;¥’ . Lajpunovsky exponent A, sa uréuje
rovnicou:

= lim (1/(m*1)2 In (d?) (5)
m—> oo i=1

Aby sme vypocitali j —ty Ljapunovsky exponent, je potrebné na kazdom i— tom kroku urobit’ operaciu

ortogonalizacie vo vzt'ahu k vektorom Vi(l) , vi(z) S vi(’ D Preto vytvorime vektor :

lli(j) = Wi(i) + Bl Vi(l) + Bz Vi(z) + ...t Bj*l Vi(i D a budeme iiadat’, aby

@® . vi"=0 , @?®.v)=0 ..., @ vi"")=0

j-1
Odtial’ najdeme PBy=-— (Wi(i) v,® ). Teda 0 =w — > (wi(j) vi®) v®
k=1



Ljapunovsky exponent bude:

A= lim (1/(m*7)) 2 In (d,P) (6)
m—> oo i=1

kde 9 = u? |

Takymto spdsobom mozno vypocitat’ postupne vsetkych n Ljapunovskych exponentov.

APPENDIX 5
Entropia a dimenzia

1. Topologicka entropia

Charakterizuje stupen rozbiehania blizkych fazovych trajektorii. Ak sa trajektorie nerozbiehaju, alebo nie
dostatocne silno je h=0 .V opa¢nom pripade h >0

h=1lim lim In(N(e.b)/t

>0 t—>00
N(e, t) je pocet rozlisiteInych trajektorii v case t, ktoré vychadzaju z okolia poc¢iato¢ného bodu o polomere ¢ .
2. Entropia systému

Pre proces x (t), ktory opisuje oscilacie stochastického generatora, musi existovat’ hrani¢na hustota
pravdepodobnosti w (x). Pokryjeme atraktor kockami s hranami g; < € . Nech pocet tychto kociek je N(g).
Ozna¢me i — tu kocku symbolom g; . Pravdepodobnost’ najdenia zobrazeného bodu v kocke ¢; bude:

pi= [W(x)dx

&,
Podla Shannona entropia systému je :

N(e)
H(e) =—inf )y p; log, pi

g 1=l
Moze existovat’ hranica. Limita entropie je dimenzia.

D, =oc=1lim H(e)/log, &~

e—>0

Toto sa nazyva informacna dimenzia D , alebo dimenzia Renyi.
Entropia H(e) dosahuje najvacsiu hodnotu pri rovnosti pravdepodobnosti p; =p, =... py = 1 / N(g), ktoré je
rovné log, N(g) . Potom hodnota ¢ dosahuje maximum:

d =1lim log, N(g) /log, &'
g —>0
a nazyva sa fraktalna dimenzia, alebo kapacita atraktoru Dy .



3. Hausdorffova dimenzia dy

Nech v n — rozmernom priestore je zadand mnozina bodov. Pokryjeme ju n — rozmernymi kockami s hranou
dlzky & <& aurcime veli¢inu

1[) =1lim 1[) (8)
e—>0

kde Ip () =inf 2 &P

i
Hausdorff ukéazal, ze existuje kriticka hodnota D vyssie ktorej je Ip =0 a nizsie Ip = oo . Kritickd hodnota D = dy
sa nazyva Hausdorffovou dimenziou. Da sa ukézat’, ze dy <d.
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